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مثلثات 2

تناوب و تانژانت

معادلات مثلثاتی

فـصـل

درس اوّل

درس دوم

که  است  به گونه ای  انسان  بدن  در  رگ ها  انشعاب 
مثلثاتی  تابعی  رگ ها  درون  هیدرولیکی  مقاومت 
است.در  به هم  متصل  رگ  دو  هر  بین  زاویه  از 
شبیه سازی کامپیوتری از شبکه رگ ها این خاصیت 

مورد توجه قرار می گیرد.
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با توابع مثلثاتی f  (x) = sin x و f  (x) = cos x در سال گذشته آشنا شدیم و دیدیم که در آنها مقادیر تابع برای هر دو نقطه به فاصلهٔ 2π روی 
محور x ها یکسان است ( sin (x ± 2k  π) = sin x  و  cos (x ± 2k π ) = cos x ) به عبارتی اگر تکه ای از نمودار این توابع را در بازه ای 
به طول 2π داشته باشیم، با تکرار این تکه می توان نمودار توابع فوق را به دست آورد. این مطلب را می توانید در شکل های زیر مشاهده 

نمایید.

تناوب و تانژانت

درس اوّل

با دقت به نمودار توابع فوق می توان مشاهده کرد که نمودار در بازه هایی به طول 6π ،4π ،2π و... تکرار می شود. اما کوچک ترین بازه ای
که نمودار این توابع در آن تکرار شده است، همان 2π است. چنین توابعی را توابع متناوب و 2π را دورهٔ تناوب آنها می نامیم.
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تعریف: تابع f را متناوب می نامیم هرگاه یک عدد حقیقی مثبت مانند T موجود 
 .f  (x ± T  ) = f  (x) و x ± T ∈ Df داشته باشیم x  ∈ Df باشد به طوری که برای هر

کوچک ترین عدد مثبت T با این خاصیت را دورۀ تناوب f می نامیم.

فعالیت 

) برابر 2π و مقادیر ماکزیمم و مینیمم این تابع به ترتیب 1 و 1- است. در  )( ) cos ( ) sinf x x f x x= = 1 می دانیم دورهٔ تناوب تابع 
ادامه می خواهیم با بررسی نمودارهای داده شده، تأثیر ضریب a را در تابع f  (x) = a sin x بر دورهٔ تناوب و مقادیر ماکزیمم و مینیمم این 

تابع بررسی نماییم.
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تابعنمودار تابع ماکزیمممینیممدوره تناوب 

2π-11y = sin x

.........y = 2sin x

.........y = -3sin x

.........siny x=
1

2

.........siny x= −
1

3

2 با توجه به نمودارهای فوق دورهٔ تناوب و مقادیر ماکزیمم و مینیمم تابع y = a sin x را مشخص نمایید.

3 با توجه به آنچه در مورد انتقال توابع می دانید مشخص نمایید دورهٔ تناوب و مقادیر ماکزیمم و مینیمم تابع y   =  a sin   x   +   c چگونه است. 
با انجام مراحلی مشابه مراحل بالا می توان نشان داد دورهٔ تناوب و مقادیر ماکزیمم و مینیمم توابع y  =  a cos  x و y  =  a  cos  x    +  c نیز مانند 

آنچه گفته شد به دست می آید.
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1 با دقت در نمودار هر یک از توابع داده شدهٔ زیر، دورهٔ تناوب و مقادیر ماکزیمم و مینیمم هر یک را تشخیص دهید. در ادامه می خواهیم 
با بررسی نمودارهای داده شده، تأثیر ضریب b در تابع y   =   sin  bx را بر دورهٔ تناوب و مقادیر ماکزیمم و مینیمم این تابع بررسی کنیم.

تابعنمودار تابعماکزیمممینیممدوره تناوب

2π-11y = sin x

.........y = sin 2x

.........y = sin (-3 x)

.........sin
x

y =

2

.........sin ( )
x

y = −

3

2 با توجه به نمودارهای فوق دورهٔ تناوب و مقادیر ماکزیمم و مینیمم تابع y = sin bx را مشخص نمایید.
3 با توجه به آنچه در مورد انتقال توابع می دانیم، مشخص نمایید دورهٔ تناوب و مقادیر ماکزیمم و مینیمم تابع y  =  sin bx  +  c چگونه است.

با انجام مراحلی مشابه مراحل بالا می توان نشان داد دورهٔ تناوب و مقادیر ماکزیمم و مینیمم توابع y = cos bx و y  =  cos bx  +  c نیز مانند 
آنچه گفته شد به دست می آید.

فعالیت 
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همان طور که در فعالیت های قبل دیدیم در توابع y = a sin bx + c و y = a cos bx + c ضریب a در دورهٔ تناوب تابع بی تأثیر است، اما 
در مقدار ماکزیمم و مینیمم تابع تأثیرگذار است. برعکس، ضریب b در دورهٔ تناوب تابع تأثیرگذار و در مقادیر ماکزیمم و مینیمم تابع بی تأثیر 
c نیز از آنجا که فقط باعث انتقال نمودار می شود، در دورهٔ تناوب بی تأثیر است و صرفاً در مقدار ماکزیمم و مینیمم تابع  است. مقدار 

تأثیرگذار است.

 |  a  | + c  دارای مقدار ماکزیمم y = a cos bx + c و y = a sin bx + c توابع

 است.
| |b

π2 و مقدار مینیمم a  | + c  |  -  و دورهٔ تناوب 

بنابراین با داشتن ضابطهٔ تابعی به صورت فوق می توان مقادیر ماکزیمم و مینیمم و دورهٔ تناوب تابع را به دست آورد و برعکس با داشتن مقادیر 
ماکزیمم، مینیمم و دورهٔ تناوب یک تابع مثلثاتی، می توان ضابطهٔ تابع مورد نظر را به دست آورد.

مثال: دورهٔ تناوب و مقادیر ماکزیمم و مینیمم هر یک از توابع زیر را مشخص نمایید.

y = 3 sin  (2x) - 2 )الف )cos )ب  )y x= − π
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مثال: هر یک از نمودارهای داده شده در زیر مربوط به تابعی با ضابطهٔ f  (x) = a sin bx + c یا f  (x) = a cos  bx + c است. با دقت در 
شکلِ نمودار و تشخیص دورهٔ تناوب و مقادیر ماکزیمم و مینیمم تابع، ضابطهٔ آن را مشخص نمایید.
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ب(     

پ(       

ت(

حل: الف( با توجه به شکل، نمودار تابع مورد نظر می تواند به صورت y = a sin bx + c باشد و مقادیر ماکزیمم و مینیمم آن برابر 7 و 1 و 

.|b | = 2 و بنابراین 
| |

T
b

π
= = π
2

 
طول دورهٔ تناوب برابر π است. لذا

از طرفی چون مقادیر ماکزیمم و مینیمم به ترتیب a  | + c| و a  | + c|- است، بنابراین همواره مقدار c میانگین مقادیر ماکزیمم و مینیمم است، 
 .|a | = 3 و در نتیجه c = 4 داریم

با توجه به تأثیری که منفی بودن هر کدام از a و b بر قرینه شدن نمودار تابع نسبت به محورهای x و y دارد، هر دوی a و b باید مثبت باشند 
y = 3sin (2 x) +4                                                                                          :لذا ضابطهٔ تابع مورد نظر به صورت مقابل است

ب( با توجه به نمودار، ضابطهٔ تابع مورد نظر می تواند به صورت y = a sin bx + c باشد و با توجه به مقادیر ماکزیمم و مینیمم و دورهٔ تناوب 
siny x= −

1
3

2
| و b | = 3| به دست می آید که در آن علامت a منفی و b مثبت است. بنابراین داریم  |a =
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از روی نمودار، c = 0 و 

پ( با توجه به شکل نمودار، ضابطهٔ تابع مورد نظر می تواند به صورت y = a cos bx + c باشد و مقادیر ماکزیمم و مینیمم آن برابر 5 و 1 و 
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| و a  | = 2| . لذا a = 2 و  |b =
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طول دورهٔ تناوب برابر 4π است. بنابراین c = 3 و 
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ت( ضابطهٔ این نمودار نیز می تواند به صورت y = a cos bx + c باشد و c = 0 و a | = 2| و b  | = 1| و a منفی و b مثبت است. بنابراین 
y = -2cos x داریم

 تانژانت

فعالیت 

در دایرهٔ مثلثاتی روبه رو خط ′   TAT در نقطهٔ A بر محور کسینوس ها عمود است.
الف( زاویهٔ α را در ربع اول دایره مثلثاتی در نظر می گیریم و پاره خط OM را 

امتداد می دهیم تا این خط را در نقطهٔ ′   M قطع کند. نشان دهید:
tan α = AM  ′ = b
α، به همین ترتیب از برخورد  تانژانت هر زاویه دلخواه مانند  می توان دید که 
 TAT   ′ تعیین می شود. بنابراین خط TAT   ′ امتداد ضلع دوم آن زاویه با خط
را محور تانژانت می نامیم. نقطهٔ A مبدأ این محور است و جهت مثبت محور، 

از پایین به سمت بالا است.
دارد  قرار  و سوم  اول  ربع  در  آنها  کمان  انتهای  که  زوایایی  تانژانت  ب( چرا 
مقداری مثبت و تانژانت زوایایی که انتهای کمان آنها در ربع دوم و چهارم قرار 

دارد، مقداری منفی است؟
tan چطور؟ به کمک شکل، پاسخ خود را توجیه کنید.

π3

2
tan عددی حقیقی است؟ 

π

2
پ( آیا مقدار 

 تغییرات تانژانت

فعالیت 

با تغییر زاویهٔ α مقادیر تانژانت آن نیز تغییر می کند. ابتدا این تغییرات را در ربع اول دایرهٔ 
 ،α نیز برابر صفر است و با افزایش اندازه tan α مقدار ،α = 0 مثلثاتی بررسی می کنیم. اگر

مقدار tan α نیز افزایش می یابد.
، مقادیر  π

2
الف( با افزایش مداوم مقادیر زاویهٔ α در ربع اول و نزدیک شدن آن به 

تانژانت تا چه حد افزایش می یابد؟
ب( توضیح دهید اگر عدد حقیقی و مثبت a را داشته باشیم، چگونه می توان زاویه ای 

.tan α   =   a یافت، به طوری که α مانند
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چون در ناحیھ اول وسوم سینوس وکسینوس ھم علامت ھستند ولی در ناحیھ ھای دوم وچھارم مختلف العلامھ ھستند
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الف( با بررسی تغییرات مقادیر تانژانت در ربع های دوم، سوم و چهارم مشخص کنید روند این تغییر در هر ربع افزایشی است یا کاهشی؟
ب( بازهٔ تغییرات مقدار تانژانت را در هر ربع بنویسید.
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پ( جدول زیر را کامل کنید. )علامت  به معنی افزایش یافتن و علامت    به معنی کاهش یافتن است.( 
ربع اول ربع دومربع سومربع چهارم
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 تابع تانژانت
x(، عددی حقیقی به عنوان tanα داریم و  k

π
= π +

2
  ,  ∈k همان طور که می بینیم به ازای هر زاویهٔ دلخواه در دایرهٔ مثلثاتی )به جز 

D, است و برد آن مجموعه اعداد  x x k k
 π

= ∈ ≠ π + ∈ 
 2
  تابعی با ضابطهٔ y = tan α مشخص می کند. دامنهٔ این تابع مجموعهٔ 

حقیقی است. به سادگی می توان دید تابع y = tan α، تابعی متناوب است1 و دوره تناوب آن π است، زیرا:
tan (π + x) = tan x

صعودی یا نزولی بودن تابع y = tan α را در بازه [2π , 0] بررسی کنید.

y = tan α رسم تابع 

در شکل زیر نمودار تابع y = tan α در ربع اول رسم شده است. مشابه آن، نمودار این تابع را در ربع های دیگر رسم کنید.

1ــ به دست آوردن دوره تناوب توابع شامل tan مدنظر نیست.

کار در کلاس

فعالیت 
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1 دوره تناوب و مقادیر ماکزیمم و مینیمم هر یک از توابع زیر را به دست آورید.
y = 1 + 2 sin 7x )الف

cosy )ب x
π

= −3
2

)sin )پ )
x

y = −π −2
2

cosy )ت x= −
3

3
4

٢ هر یک از توابع داده شده را با نمودارهای زیر نظیر کنید.

y = 1- cos2x )ت  y = sin 2x )پ  cosy x= −
1

2
2

ب(   y = sin πx )الف

تمرین

١(

2(

3(

4(

π π π π π π π π

π π π π π π π π

y

x
-4π -3π -2π -π 0 π 2π 3π 4π

-3

-2

-1

1

2

3

π π π π π π π π

y

x
-4π -3π -2π -π 0 π 2π 3π 4π

-3

-2

-1

1

2

3

π π π π π π π π

π π π π π π π π

π π π π π π π π

π π π π π π π π

y

x
-4π -3π -2π -π 0 π 2π 3π 4π

-3

-2

-1

1

2

3

π π π π π π π π

π π π π π π π π

π π π π π π π π

π π π π π π π π

π π π π π π π π

y

x
-4π -3π -2π -π 0 π 2π 3π 4π

-2

-1

1

2

3
ت

الف

ث

ب
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3 در هر مورد ضابطهٔ تابعی مثلثاتی با دورهٔ تناوب و مقادیر ماکزیمم و مینیمم داده شده بنویسید.

min = -3,max = 3,T = πالف(
min = 3,max = 9,T = 3ب(  
min = -7,max = -1,T = 4πپ(  

min = -1,max = 1,T
π

=
2

  )ت

4 ضابطهٔ مربوط به هر یک از نمودارهای داده شده را بنویسید.

)الف

)ب

5 کدام یک از جملات زیر درست و کدام یک نادرست است؟
الف( تابع تانژانت در دامنه اش صعودی است.

ب( می توان بازه ای یافت که تابع تانژانت در آن نزولی باشد.
پ( می توان بازه ای یافت که تابع تانژانت در آن غیرصعودی باشد.

ت( تابع تانژانت در هر بازه که در آن تعریف شده باشد، صعودی است.

6 با توجه به محورهای سینوس و تانژانت، در موارد زیر مقادیر sin α و tan α را با هم مقایسه کنید:
π
< α < π

3
2

2
ب(   π

< α <0
2

الف( 

x

y

-4π -3π -2π -π 0 π 2π 3π 4π 5π 6π 7π 8π

-4

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

-4π -3π -2π -π 0 π 2π 3π 4π 5π 6π 7π 8π

-4

-3

-2

-1

1

2

3

نادرست
نادرست

نادرست
درست

در ربع چهارم هم سینوس وهم  تانژانت صعودى استدر ربع اول هم سینوس وهم  تانژانت صعودى است
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 نسبت های مثلثاتی زوایای دو برابر کمان
در محاسبات فنی گاهی نسبت مثلثاتی برخی زوایا مورد نیاز است که مقدار آن را می توان به کمک دیگر زوایا به دست آورد. اگر مقدار 
°30 است و نیز  °15 نصف  ° cos30 به دست آورد؟ به وضوح  ° cos15 را نیاز داشته باشیم چگونه می توان آن را با استفاده از مقدار 
. آیا با نصف کردن مقدار cos30° می توان ° cos15 را به دست آورد؟ در ادامه خواهیم دید که جواب منفی است  cos ° =

3
30

2
می دانیم 

ولی همچنان می شود مقدار cos15° را به کمک مقدار معلوم cos30° یافت اما نه با نصف کردن.1

O را در نظر بگیرید. مطابق شکل، زاویه مرکزی O دایره روبه رو به شعاع واحد و مرکز 
OAK داریم:

∆ برابر α 2 داده شده که روبه رو به وتر AC است. از این رو در مثلث 
AK=sin α ⇒AC   =2AK=2sin α                                )1(  

AC است، لذا نصف آن  AC و از آنجا که زاویه محاطی B روبه رو به  2= α همچنین 
. B̂ = α است پس: 

Â 90
= Â یک زاویه محاطی روبه رو به قطر  BC است و لذا:  از طرفی 

ABC به دست می آید:

 همچنین از مجموع زوایای 
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ:ABC A B C C C+ + = ⇒ + α + = ⇒ = − α180 90 180 90


   

AHC داریم:

 به طور مشابه در 
ˆ ˆ ˆˆ ˆ:AHC H A C A A+ + = ⇒ + + − α = ⇒ = α1 1 1180 90 90 180


   

 به دست آورده و برابر قرار می دهیم:
AHC OACو

 اکنون ضلع AH را در 

( )

: sin
sin sin cos

ˆ: cos cos cos sin cos

OAC AH

AH
AHC A AH AC AH

AC


= α 

⇒ α = α α
= α = ⇒ = α → = α α


1

1

2
2 2

2





AHC داریم:

 OAH داریم: OH = cos2α و در 

 همچنین در 
ˆsin sin sin sin ( sin ) sin

HC
A HC AC

AC
= α = ⇒ = α × = α α = α2

1 2 2

از طرفی با توجه به اینکه OC   =1 شعاع دایره است پس داریم:
OC   = OH + HC    = 1 ⇒ OH = 1 - HC   ⇒ cos2α = 1 - 2sin2α

.cos2α = 2cos2α - 1 به دست می آوریم cos2α + sin2α = 1 و نیز با استفاده از اتحاد مثلثاتی

O
CB

A

H

K

α
α

1

١ــ این روش را ابوالوفا بوزجانی ریاضی دان مشهور ایرانی ارائه داده است. طرح اثبات فوق در ارزشیابی ها مجاز نیست.

معادلات مثلثاتی

درس دوم



43

درس دوم    معادلات مثلثاتی

مثال: مقدار ° cos15 و ° sin15 را بیابید.
sin sin cos=30 2 15 15

  cos sin= − 2
30 1 2 15
 

cos
−

= ×
1 2 3

2 15
2 2

sin= − 23
1 2 15

2



cos= −
1

2 3 15
2


sin

− −
= =

−
2

3
1

2 32
15

2 4



cos =
−

1
15

2 2 3

 sin)°15 در ربع اول است.(
−

=
2 3

15
2

 )°15 در ربع اول است.(

 معادلات مثلثاتی
معادله ای که در آن اطلاعاتی از نسبت های مثلثاتی یک زاویهٔ مجهول داریم، یک معادلهٔ مثلثاتی نام دارد.

مثال: تابع مثلثاتی y  =  sin x را که نمودار آن در زیر رسم شده است در نظر بگیرید.

-5π -4π -3π -2π π 0 π 2π 3π 4π 5π
-1

1

همان طور که از نمودار پیداست، صفرهای این تابع جواب های معادله مثلثاتی sin x   =0 می باشد. به عبارت دیگر جواب های این معادله که 
به صورت  … , x =…, -3π , -2π , -  π , 0 , π , 2π , 3π می باشند، محل تقاطع تابع ثابت y =0 )یعنی محورxها( و تابع y = sinx است. 

این جواب ها را می توان به صورت کلی x   =k πکه k یک عدد صحیح است نمایش داد.
 به طور مشابه جواب های معادله sin x =1 مقادیری از x هستند که به ازای آنها مقدار sin x برابر 1 می شود. این مقادیر محل تقاطعy =1 و

 y = sinx است که در نمودار زیر رسم شده اند.

− π
π

4
2

− π
π

2
2

π
2

+ π
π

2
2-5π -4π -3π -2π π 0 π 2π 3π 4π 5π

-1

1

به طور کلی داریم:
cos2α = 1-2sin2αsin2α = 2sinα cosα

cos2α = 2cos2α - 1cos2α = cos2α - sin2α
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1 است مثال بزنید.
2

1 چند زاویه را که مقدار سینوس آنها برابر 

y و نمودار y = sin x را در زیر رسم کرده ایم. مقادیری را که مثال زده اید روی نمودار پیدا کنید. این مقادیر متناظر با چه  1

2
= 2 خط 

نقاطی از شکل زیر می باشند؟ آیا مقادیری که پیدا کرده اید در بین نقاط نمایش داده شده در زیر هستند؟

فعالیت 

-5π -4π -3π -2π π 0 π 2π 3π 4π 5π
-1

1

y

x

− +π
π

2
6

+π
π

2
6

+π
π

4
6

−π
π

5
6

−π
π

3
6

π
−π −

6
− +π

π
4

6
− −π

π
3

6

π
6

π
π −

6

y = 1
2

sinx جایگذاری 
1

2
= y و y = sin x را که در شکل فوق مشخص شده اند، در معادله  1

2
= 3 طول تعدادی از نقاط تقاطع دو نمودار 

کنید. آیا در معادله صدق می کنند؟ چه نتیجه ای می گیرید؟

1 است رسم شده اند. کدام دسته از زوایای مشخص 
2

 که سینوس آنها برابر 
6

π
π −  و 

6

π yو زوایای  1

2
=

 

4 در دایره مثلثاتی زیر خط
هستند؟ آنها را در جاهای خالی زیر مرتب کنید. 

6

π
π −  و کدام دسته هم انتها با زاویه 

6

π شده بر روی نمودار سؤال قبل هم انتها با زاویه 
آیا می توانید دو دسته زیر را از دو طرف ادامه دهید؟

6

π π π
− π +

π
π +

π
π −

π
−π −

π
π −

π
π −

π , ...... :هم انتها با 
,

π π
− π +2

6 6

π
π +

π
π −

π
−π −

π
π −

π
π −

 , π π π
− π +

π
π +2

6

π
π −

π
−π −

π
π −

π
π −

 , ......

π π π
− π +

π
π +

6

π
π −

π
−π −

π
π −

π
π  , ...... :هم انتها با −

π π π
− π +

π
π +

π
π −

π
−π −

6

π
π −

π
π − , 

π π π
− π +

π
π +

π
π −

π
−π −

π
π −

6

π
π − , 

π π π
− π +

π
π +

π
π −

π
−π −

π
π −

π
π −3

6
 , ......

جواب های معادله صفحه قبل به صورت 
x

x, قابل نمایش است. k k
π

= + π ∈2
2

 می باشند که به صورت کلی 

sinx را در نظر می گیریم. فعالیت زیر به شما کمک می کند تا جواب های این معادله را بیابید.
1

2
= اکنون معادله 

ππ −
6 π

6

k
π

π +2
6

k π + π −2
π
6 y = 1

2

بله

بله
این معادله بى شمار جواب دارد
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آن  برای  که  دارد  α وجود  مانند  زاویه ای   ،sinx   =a که   -1≤  a  ≤1 برای عدد حقیقی
داریم sin α=a. بنابراین معادله sin x   = a به صورت sin x    =  sin α بازنویسی می شود. 
α را  x و  sin x    =sin α باید رابطه بین کمان های  اکنون برای یافتن جواب های معادله 

بیابیم. 
با توجه به دایره مثلثاتی روبه رو رابطه بین کمان معلوم α و کمان های مجهول x به طوری 

که sinx    = sin α در دوران های مختلف به صورت زیر است:
sinx   =  sinα ⇒ x   =2k  π+α   و   x    =  (2k  +1) π -α   ,   k ∈

معادلات زیر را حل کنید.
sinx4 8 0+ = ب(   sinx − =2 3 0 الف( 

.k  ∈ جواب های کلی معادله sinx = sinα به صورت x   =2k  π  +  α و x   =(2k  +1)π-  α می باشد که 

کار در کلاس

-4π -3π -2π π 0 π 2π 3π 4π
-1

1

y =
3

2

sin را حل کنید. = −x
1

2
مثال: معادلهٔ 

sin = −x
1

2

sin sin ( )
π

= −x
6

,

,

x k k

x k k

π = π − ∈
 π = π + ∈


2
6

7
2

6





فعالیت 

معادله  جواب های  تا  دهید  پاسخ  زیر  سؤالات  به  قبل  فعالیت  مشابه  شده اند.  رسم  زیر  در   y 3

2
= خط  و   y = cos x تابع  نمودار 

cosx را بیابید. =
3

2

y a=
π − α

α

kπ + π − α2
kπ + α2
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.k  ∈ جواب های کلی معادله cosx   =cosα به صورت x   =2k  π  ±  α می باشند که 

] می باشند؟ ],3− π π cosx را به دست آورید. کدام جواب ها در بازه  =
1

2
مثال: جواب های معادله 

cos می باشد. بنابراین جواب های کلی معادله به صورت زیر هستند: cosx
3

π
= cos پس معادله به صورت 

π
=
1

3 2
می دانیم 

,
π

= π ±    ∈x k k2
3

, از معادله  , ,x
π π π π

= − π − − π + −2 2
3 3 3 3

اکنون با جایگذاری مقادیر صحیح به جای k در عبارت فوق نتیجه می شود که جواب های 
فوق در بازه داده شده می باشند. 

مثال: معادله sin2x   =  sin3x   را حل کنید.
می دانیم که جواب های این معادله به شکل زیر هستند:

,

( )
( ) ,

x k x x k k

k
x k x x k

= π + ⇒ = π ∈

 + π

= + π − ⇒ = ∈

2 2 3 2

2 1
2 2 1 3

5





cosx را با توجه به نقاط تقاطع دو نمودار پیدا کنید. =
3

2
الف( برخی از جواب های معادله 

x با دایره مثلثاتی، جواب های  3

2
= ب( با استفاده از دایره مثلثاتی روبه رو و محل تقاطع خط 

معادله فوق را به دست آورید.
که  دارد  وجود   α چون  زاویه ای   cosx   =a معادله  در   -1≤a  ≤1 حقیقی  عدد  هر  برای 

 .cos  α   = a

بنابراین برای حل معادله فوق کافی است ابتدا آن را به صورت cos x   =cos α نوشته و سپس 
رابطه بین زوایای x و α را با توجه به دایره مثلثاتی روبه رو به صورت زیر به دست آوریم.

cos x    =  cos α ⇒ x    =  2k  π + α    و    x     =  2k  π - α    ,    ∈k

π
6π−
6

k
ππ +2
6

k
ππ −2
6

x =
3

2

α
−α

αk π +2

k απ −2
: ب
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sin را حل کنید. x − =2 3 2 مثال: معادله 0
sin x2 3 2 0− =

sin x2 3 2=

,
sin sin sin

( )
( ) ,

k
x k x k

x x
k

x k x k

π π π = π + ⇒ = + ∈π
= ⇒ = ⇒  π + π = + π − ⇒ = π − ∈



2
3 2

2 4 3 12
3 3

2 4 2 1
3 2 1

4 3 12





برای   16 m   /s با سرعت  را  توپ  هندبال  بازیکن  یک  مثال: 
پرتاب می کند.  او قرار دارد  هم تیمی خود که در 12/8 متری 
اگر رابطه بین سرعت توپ v )بر حسب متر بر ثانیه(، مسافت طی 
شده افقی d )بر حسب متر( و زاویه پرتاب θ به صورت زیر باشد، 

آنگاه زاویه پرتاب توپ چقدر بوده است؟
sinv

d
θ

=
2

2

10

از رابطه داده شده به دست می آید:

,
( ) sin /

/ sin sin

( ) ,

k k

k k

π θ = π + ∈θ ×
= ⇒ θ = ⇒ θ = ⇒  π θ = + π − ∈



2 2 2
16 2 12 8 10 1 6

12 8 2 2
10 256 2

2 2 1
6





π می باشد.
θ =

12
با توجه به شکل، جواب قابل قبول 

sin را به دست آورید. cosx x
3

4
= مثال: جواب های معادله 

sin cosx x = =
3 3

2 2
4 2

sin x
3

2
2

=

,
sin sin

( )
( ) ,

x k x k k

x
k

x k x k

π π = π + ⇒ = π + ∈π
= ⇒  π + π π = + π − ⇒ = − ∈



2 2
3 6

2
3 2 1

2 2 1
3 2 6
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مثال: معادله cosx (2cosx  - 9) = 5 را حل کنید.
2cos2می نویسیم. با تغییر متغیر cosx = t می توان معادله فوق را به معادله درجه دوم

x   - 9cosx   - 5 = 0 ابتدا این معادله را به صورت 

و t   =  5 است. بنابراین جواب های معادله مثلثاتی بالا از حل دو معادله ساده  t = −
1

2
2t تبدیل کرد. جواب های این معادله 

2 - 9t    -  5 = 0

cosx را به دست  = −
1

2
cosx به دست می آیند. از آنجا که cosx    =  5 جواب ندارد )چرا؟( فقط جواب های معادله  = −

1

2
cosx    =  5 و 

می آوریم.

cos cos cos ,x x x k k
π π

= − ⇒ = ⇒ = π ± =
1 2 2

2
2 3 3



cos و α زاویه ای حاده باشد، حاصل عبارات زیر را به دست آورید.
5

13
α = 1 فرض کنید 

sin2 α )ب  cos2 α )الف

2 نسبت های مثلثاتی سینوس و کسینوس را برای زاویه °22/5 به دست آورید.

3 معادلات زیر را حل کنید.

sin )الف sin x
p
= 3

2
cos2x   -  cos x    +  1  =  0 )ب 

cos x    =  cos2x   )پ cos2x    -  sin x    +  1  =  1 )ت 

cos )ث sinx x− =2 1

4
sin x    -  cos2x    =  0 )ج 

4 مثلثی با مساحت 3 سانتی متر مربع مفروض است. اگر اندازه دو ضلع آن به ترتیب 2 و 6 سانتی متر باشند، آنگاه چند مثلث با این 
خاصیت ها می توان ساخت؟

تمرین

زیرا مقادیر کسینوس همواره بین مثبت یک ومنفى یک مى باشد












